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Â ðàáîòå ðàññàìàòðèâàþòñß âîïðîñû ñóììèðîâàíèß è óìíîæåíèß âçà-
èìíî T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí ïðè ïðîèçâîëüíîé Àðõèìå-
äîâîé t-íîðìå T . Ïðèâîäèòñß îáîáùåíèå òåîðåìû Äþáóà è Ïðàäà [10],
ïîçâîëßþùåå èäåíòèôèöèðîâàòü ñþðúåêòèâíîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèß ñóììû âçàèìíî T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí. Äîêàçà-
íà òåîðåìà, ïîçâîëßþùàß àïïðîêñèìèðîâàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß
ïðîèçâåäåíèß âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí ïðè èõ àãðåãèðîâàíèè íà îñíîâå
Àðõèìåäîâîé t-íîðìû.
The sum and product of T -mutually related possibilistic variables were
considered. The theorem of Dubois and Prade [10] was enhanced in
order to identify surjectivity of the distribution function of T -mutually
related possibilistic variables. Also we proved a theorem which allows
to approximate the distribution function of the product of possibilistic
variables when their aggregations are based on a Archimedean t-norm.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: t-íîðìà, t-êîíîðìà, ôóíêöèß àãðåãèðîâàíèß, âîç-
ìîæíîñòíàß âåëè÷èíà, âçàèìíî T-ñâßçàííûå âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû,
ñóììà è ïðîèçâåäåíèå âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, ôóíêöèß ðàñïðåäåëå-
íèß.
Keywords: t-norm, t-conorm, aggregation function, possibilistic variables,
T-related possibilistic variables, sum and product of possibilistic variables,
membership function.
Ââåäåíèå
Â ðàáîòå [10] ïðèâîäèòñß ðåçóëüòàò, ïîçâîëßþùèé ñäåëàòü âûâîä î ñþðüåê-
òèâíîñòè ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí ïðè
èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå ôóíêöèè àãðåãèðîâàíèß t-íîðìû T = min. Â äàííîé
ðàáîòå ìû ïðèâîäèì êîíòð-ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé íåâåðíîñòü èñõîäíîãî óòâåð-
æäåíèß, è íàêëàäûâàåì íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèß íà ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü íàì òðåáóåìîå
óòâåðæäåíèå. Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîèçâåäåíèå âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí íà
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 10-01-00052-à.
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îñíîâå Àðõèìåäîâîé t-íîðìû Tp ñ àääèòèâíûì ãåíåðàòîðîì gp : [0, 1] → [0,∞),
p > 1, è ôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò, ïîçâîëßþùèé ãîâîðèòü î çàìêíóòîñòè ïðîèç-
âåäåíèß âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR-òèïà îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ïðåäñòàâëåíèß
ôîðìû.
1. Îñíîâíûå ïîíßòèß
Ïóñòü òðîéêà (Γ,P (Γ) , pi) åñòü âîçìîæíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, R  ÷èñëîâàß
ïðßìàß.
Ââåäåì ïîíßòèå âîçìîæíîñòíîé (íå÷åòêîé) âåëè÷èíû àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
ñäåëàíî â ðàáîòàõ [16, 17, 18, 19].
Îïðåäåëåíèå 1. Âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíîé íàçûâàåòñß îòîáðàæåíèå X : Γ →
R. Ðàñïðåäåëåíèåì âîçìîæíîñòåé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñß ôóíêöèß µX : R →
[0, 1], îïðåäåëßåìàß ïî ïðàâèëó
µX(x) = pi
{
γ ∈ Γ | X(γ) = x}, ∀x ∈ R. (1)
Òàêèì îáðàçîì µX(x) åñòü âîçìîæíîñòü òîãî, ÷òî íå÷åòêàß âåëè÷èíà X ìî-
æåò ïðèíßòü çíà÷åíèå, ðàâíîå x.
Îïðåäåëåíèå 2. ßäðîì íå÷åòêîé âåëè÷èíû X, îáîçíà÷àåòñß Core(X), íàçûâà-
åòñß ìíîæåñòâî ñëåäóþùåãî âèäà
Core(X) =
{
x ∈ R | µX(x) = 1
}
. (2)
Âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà X íàçûâàåòñß íîðìàëüíîé åñëè åå ßäðî íå ïóñòî. Íî-
ñèòåëåì âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû X, îáîçíà÷àåòñß Supp(X), íàçûâàåòñß ìíî-
æåñòâî
Supp(X) = cl
{
x ∈ R | µX(x) > 0
}
, (3)
à åå âûñîòîé
Hgt(X) = sup
{
µX(x) | x ∈ R
}
. (4)
Îïðåäåëåíèå 3. Äëß êàæäîãî α ∈ [0, 1] ìíîæåñòâîì αóðîâíß âîçìîæíîñòíîé
âåëè÷èíû X (èëè αóðîâíåì X) íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî[
X
]
α
=
{
x ∈ R | µX(x) ≥ α
}
, (5)
ñòðîãèì ìíîæåñòâîì α-óðîâíß âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñß ìíîæå-
ñòâî (
X
)
α
=
{
x ∈ R | µX(x) > α
}
. (6)
Êëàññ âñåõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí íà R äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç F(R).
Îïðåäåëåíèå 4. Ïóñòü µ : R → [0, 1]  ïðîèçâîëüíàß ôóíêöèß, α ∈ [0, 1]. Âåðõ-
íèì ìíîæåñòâîì óðîâíß α, U(µ, α), ôóíêöèè µ íàçûâàåòñß ìíîæåñòâî
U(µ, α) =
{
x ∈ R | µ(x) ≥ α}. (7)
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Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìà âåðõíèõ ìíîæåñòâ óðîâíß α íîðìèðîâàííîé ôóíê-
öèè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ìíîæåñòâàìè óðîâíß α.
Îïðåäåëåíèå 5. Âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà X íàçûâàåòñß çàìêíóòîé, åñëè åå
ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó; âûïóêëîé, åñëè åå ôóíêöèß ðàñ-
ïðåäåëåíèß êâàçèâîãíóòà, ò.å. óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
µX(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min
{
µX(x1), µX(x2)
}
, ∀x1, x2 ∈ R, λ ∈ [0, 1].
Îïðåäåëåíèå 6. Âûïóêëûå âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû íàçûâàþò íå÷åòêèìè èí-
òåðâàëàìè. Íå÷åòêèé èíòåðâàë, ßäðî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîé òî÷êè, íàçû-
âàåòñß íå÷åòêèì ÷èñëîì. Êàæäàß òî÷êà ßäðà âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû íàçû-
âàåòñß åå ìîäàëüíûì çíà÷åíèåì.
Íàèáîëåå øèðîêî ïðèìåíßåìûì íà ïðàêòèêå êëàññîì íå÷åòêèõ èíòåðâàëîâ ßâ-
ëßåòñß êëàññ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR-òèïà [9]. Îí ïîëó÷àåòñß ïðåäñòàâëåíèåì
âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíû ñ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèß íà
îñíîâå äâóõ òèïîâ ôóíêöèé L,R : R+ → [0, 1]: L,R  íåâîçðàñòàþùèå ôóíêöèè,
ïîëóíåïðåðûâíûå ñâåðõó è óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèßì:
L,R : [0,∞)→ [0, 1],
L(0) = R(0) = 1,
lim
x→+∞L(x) = limx→+∞R(x) = 0.
Ôóíêöèß L (èëè R), óäîâëåòâîðßþùàß ýòèì óñëîâèßì, íàçûâàåòñß ôóíêöèåé ïðåä-
ñòàâëåíèß ôîðìû.
Îïðåäåëåíèå 7. Áèíàðíàß îïåðàöèß ∗ íà R íàçûâàåòñß âîçðàñòàþùåé (óáûâà-
þùåé), åñëè äëß ëþáûõ x1, x2, y1, y2 ∈ R, òàêèõ, ÷òî x1 > y1 è x2 > y2, èìååò
ìåñòî x1 ∗ x2 > y1 ∗ y2(x1 ∗ x2 < y1 ∗ y2).
Äëß îïèñàíèß îïåðàöèé íàä íå÷åòêèìè âåëè÷èíàìè â îáùåì âèäå íàì ïîòðåáó-
þòñß t-íîðìû è t-êîíîðìû, êîòîðûå ßâëßþòñß åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì îïåðàöèé
max è min, ïîëîæåííûõ â îñíîâó îïåðàöèé íàä âîçìîæíîñòíûìè âåëè÷èíàìè.
Òðèàíãóëßðíîé íîðìîé (èëè t-íîðìîé) íàçûâàåòñß âåùåñòâåííàß ôóíêöèß äâóõ
ïåðåìåííûõ T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1], îáëàäàþùàß ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
i. T (0, 0) = 0, T (1, x) = T (x, 1) = x, (ãðàíè÷íîå óñëîâèå);
ii. T (x, y) = T (y, x), (êîììóòàòèâíîñòü);
iii. T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z), (àññîöèàòèâíîñòü);
iv. Åñëè w ≤ x è y ≤ z, òî T (w, y) ≤ T (x, z), (ìîíîòîííîñòü).
Åñëè ïîìèìî ïðèâåäåííûõ âûøå ÷åòûðåõ óñëîâèé t-íîðìà óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
v. T (x, x) < x, ∀x ∈ (0, 1),
òî îíà íûçâàåòñß Àðõèìåäîâîé t-íîðìîé.
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [4].
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Òåîðåìà 1. t-íîðìà ßâëßåòñß íåïðåðûâíîé Àðõèìåäîâîé t-íîðìîé òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà
T (x, y) = f(g(x) + g(y)), (8)
ãäå
• g : [0, 1]→ R+ - íåïðåðûâíàß óáûâàþùàß ôóíêöèß, òàêàß, ÷òî g(1) = 0,
• f : R+ → [0, 1] - íåïðåðûâíàß ôóíêöèß, òàêàß, ÷òî f(x) = g−1(x), ∀x ∈
[0, g(0)] è f(x) = 0, ∀x > g(0);
èëè, ýêâèâàëåíòíî,
T (x, y) = g−1(min(g(x) + g(y), g(0))). (9)
Ôóíêöèß g íàçûâàåòñß àääèòèâíûì ãåíåðàòîðîì t-íîðìû T .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî t-íîðìà T èìååò íóëåâûå äåëèòåëè (ßâëßåòñß íèëüïî-
òåíòíîé), åñëè îíà óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ
vi. T (x, y) = 0 äëß êàêèõ ëèáî x, y ∈ (0, 1].
Îïðåäåëåíèå 8. Òðèàíãóëßðíîé êîíîðìîé (t-êîíîðìîé) íàçûâàåòñß âåùåñòâåí-
íàß ôóíêöèß äâóõ ïåðåìåííûõ S : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1], óäîâëåòâîðßþùàß ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèßì:
i. S(1, 1) = 1, S(0, x) = S(x, 0) = x, (ãðàíè÷íîå óñëîâèå);
ii. S(x, y) = S(y, x), (êîììóòàòèâíîñòü);
iii. S(x, S(y, z)) = S(S(x, y), z), (àññîöèàòèâíîñòü);
iv. Åñëè w ≤ x è y ≤ z, òî S(w, y) ≤ S(x, z), (ìîíîòîííîñòü).
t-êîíîðìà S äâîéñòâåííà äàííîé t-íîðìå T , åñëè
S(x, y) = 1− T (1− x, 1− y)
âåðíî äëß âñåõ x, y ∈ [0, 1]. Îáðàòíî, t-íîðìà T äâîéñòâåííà äàííîé t-êîíîðìå S,
åñëè
T (x, y) = 1− S(1− x, 1− y)
âåðíî äëß âñåõ x, y ∈ [0, 1]. Êðîìå òîãî çàìåòèì, ÷òî êàæäàß t-êîíîðìà óäîâëå-
òâîðßåò äîïîëíèòåëüíîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ S(1, x) = S(x, 1) = 1 äëß âñåõ
x ∈ [0, 1].
Îïðåäåëåíèå 9. Îòðèöàíèåì íàçûâàþò ñòðîãî óáûâàþùóþ ôóíêöèþ N :
[0, 1]→ [0, 1], òàêóþ ÷òî N(N(x)) = x, ∀x, y ∈ [0, 1].
Îïðåäåëåííàß òàêèì îáðàçîì ôóíêöèß óäîâëåòâîðßåò ãðàíè÷íûì óñëîâèßì:
• N(0) = 1,
• N(1) = 0.
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Ïðèìåðîì îòðèöàíèß ìîæåò ñëóæèòü ôóíêöèß N(x) = 1− x.
Ââåäåì òåïåðü ïîíßòèå âçàèìíî íåñâßçàííûõ (ìèíèñâßçàííûõ è T -ñâßçàííûõ)
âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí. Äëß ýòîãî ñíà÷àëà îïðåäåëèì âåêòîð âîçìîæíîñòíûõ
âåëè÷èí. Ïóñòü X1, X2, . . . , Xm  âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû, òîãäà èõ ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëßåòñß ôîðìóëîé
µX1,...,Xm(x1, . . . , xm) = pi
{
γ ∈ Γ | X1(γ) = x1, . . . ,
Xm(γ) = xm
}
, ∀(x1, . . . , xm) ∈ Rm,
à ñîâîêóïíîñòü (X1, X2, . . . , Xm) íàçûâàåòñß âåêòîðîì âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí.
Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü T áóäåò t-íîðìîé. Âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû
X1, X2, . . . , Xm íàçûâàþòñß âçàèìíî T -ñâßçàííûìè, åñëè äëß ëþáîãî ïîäìíîæå-
ñòâà
{
i1, i2, . . . , ik
}
ìíîæåñòâà
{
1, 2, . . . ,m
}
µXi1 ,...,Xik (xi1 , . . . , xik) =
T (µXi1 (xi1), T (µXi2 (xi2), T (µXi2 (xi2), . . . , T (µXik−1 (xik−1), µXik (xik))))) =
T (µXi1 (xi1), . . . , µXik (xik)), ∀(xi1 , . . . , xik) ∈ Rk. (10)
Â ñëó÷àå, êîãäà T = min, âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû X1, X2, . . . , Xm íàçûâàþòñß
âçàèìíî ìèíèñâßçàííûìè.
Çàìå÷àíèå 1. Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü F(R) äëß îáîçíà÷åíèß ìíîæåñòâà
âñåõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, à FNLR(R) äëß îáîçíà÷åíèß ìíîæåñòâà âñåõ âîç-
ìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR òèïà.
2. Óñèëåííàß òåîðåìà Äþáóà è Ïðàäà
Èñïîëüçóß ôóíêöèè íå÷åòêèõ âåëè÷èí, áèíàðíàß îïåðàöèß ∗, çàäàííàß íà R,
ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà F(R), ò.å. ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà ê âîçìîæíîñòíûì âå-
ëè÷èíàì.
Åñëè µX , µY ßâëßþòñß ôóíêöèßìè ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé íå÷åòêèõ âå-
ëè÷èí X è Y ñîîòâåòñòâåííî, òî ôóíêöèß ðàñïðåäåëåíèß âîçìîæíîñòåé âåëè÷èíû
X ∗ Y îïðåäåëßåòñß ïî ïðàâèëó
µX∗Y (z) = sup
z=x∗y
T{µX(x), µY (y)},
ãäå T - t-íîðìà, â êëàññè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà îáîáùåíèß Çàäå èñïîëü-
çóåòñß t-íîðìà T = min.
Â [10] äîêàçàíà ñëåäóþùàß òåîðåìà, õàðàêòåðèçóþùàß ñâîéñòâà óêàçàííîé âû-
øå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß.
Òåîðåìà 2 (Äþáóà, Ïðàä). Åñëè X è Y ßâëßþòñß íå÷åòêèìè ÷èñëàìè ñ íåïðå-
ðûâíûìè ñþðúåêòèâíûìè ôóíêöèßìè ðàñïðåäåëåíèß èç R â [0, 1], à ∗ ßâëßåò-
ñß íåïðåðûâíûì âîçðàñòàþùèì (óáûâàþùèì) áèíàðíûì îïåðàòîðîì, òî ôóíê-
öèß ðàñïðåäåëåíèß íå÷åòêîãî ÷èñëà X ∗Y ßâëßåòñß íåïðåðûâíîé è ñþðúåêòèâíîé
ôóíêöèåé èç R â [0, 1].
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Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèß òåîðåìû íå ãàðàíòèðóþò ñþðúåêòèâ-
íîñòü ôóíêöèè µX∗Y . Äëß ýòîãî ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
Ïðèìåð 1. Ïóñòü ôóíêöèß µX èìååò âèä:
µX(x) =

1
2 , åñëè x ≤ − 12 ,
1− |x|, åñëè x ∈ [− 12 , 1],
0, èíà÷å.
À ôóíêöèß µY (y) = µX(−y). Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè µX è µY íåïðåðûâíû è ßâ-
ëßþòñß îòîáðàæåíèåì R íà [0, 1]. Âûáåðåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ∗ àëãåáðàè÷åñêîå
ñëîæåíèå +, êîòîðîå ßâëßåòñß íåïðåðûâíûì è âîçðàñòàþùèì. Ïðîèçâåäß íåîáõî-
äèìûå âû÷èñëåíèß, ïîëó÷èì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß µX⊕Y :
µX⊕Y (z) = sup
z=x+y
min{µX(x), µY (y)} =
{
1− 12 |z|, |z| ≤ 1,
1
2 , |z| > 1.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî äàííàß ôóíêöèß íå ßâëßåòñß îòîáðàæåíèåì R íà [0, 1], ïî-
ñêîëüêó, ñêàæåì, äëß çíà÷åíèß 0 ∈ [0, 1] íå ñóùåñòâóåò ïðîîáðàçà z ∈ R.
Äàëåå ìû ñäåëàåì áîëåå ñèëüíûå ïðåäïîëîæåíèß îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèß µX è µY , êîòîðûå ãàðàíòèðóþ ñþðúåêòèâíîñòü ôóíêöèè µX∗Y : R →
[0, 1] äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè àãðåãèðîâàíèß âûñòóïàåò ïðî-
èçâîëüíàß íåïðåðûâíàß t-íîðìà T , à íå òîëüêî T = min.
Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèßìè ðàñïðåäå-
ëåíèß è îãðàíè÷åííûìè íîñèòåëßìè. Çàìåòèì, åñëè âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà X
èìååò îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü, òî ñóùåñòâóåò îòêðûòûé èíòåðâàë (φX , ψX) òàêîé,
÷òî SuppX = (φX , ψX). Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè SuppX
ñèëüíåå óñëîâèß ñþðúåêòèâíîñòè µX , ïîñêîëüêó îãðàíè÷åííîñòü SuppX äàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîèòü îãðàíè÷åííûé ïðîîáðàç îòîáðàæåíèß µX , â òî âðåìß êàê
ñþðúåêòèâíîñòü ëèøü ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ïðîîáðàçà è íèêàê íå õàðàêòåðèçóåò
åãî ñâîéñòâà.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.
Ëåììà 1. Ïóñòü X è Y íåïðåðûâíûå âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû ñ îãðàíè÷åííûì
íîñèòåëåì, ∗ - íåïðåðûâíûé áèíàðíûé îïåðàòîð, à T - íåïðåðûâíß t-íîðìà, òî
µ−1X∗Y (0) 6= ∅.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü SuppX = (φX , ψX) è SuppY = (φY , ψY ), à
max{|φX |, |ψX |, |φY |, |ψY |} = ρ. Äàëåå èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ∗ è êîìïàêò-
íîñòè [−ρ, ρ]× [−ρ, ρ] ñëåäóåò, ÷òî sup{|x∗y| : |x| ≤ ρ, |y| ≤ ρ} ≤M <∞. Äëß z ∈ R
òàêèõ, ÷òî |z| > M , èìååì
µX∗Y (z) = sup
z=x∗y
T{µX(x), µY (y)}
≤ sup{min(µX(x), µY (y))|(x, y) ∈ ((φX , ψX)× (φY , ψY ))c}} = 0.
Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåò ëåììó.
Äàííàß ëåììà ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåé óñèëåííîé òåîðåìå Äóáóà è Ïðàäà.
ÎÁ ÎÏÅÐÀÖÈßÕ ÍÀÄ T -ÑÂßÇÀÍÍÛÌÈ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÍÛÌÈ... 49
Òåîðåìà 3. Åñëè âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû X è Y èìåþò íåïðåðûâíûå ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèß è îãðàíè÷åííûå íîñèòåëè, îïåðàòîð ∗ ßâëßåòñß íåïðåðûâíîé
âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) áèíàðíîé îïåðàöèåé íà R, T ßâëßåòñß íåïðåðûâíîé
t-íîðìîé, òî X ∗Y ßâëßåòñß âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíîé ñ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèß, ßâëßþùåéñß îòîáðàæåíèåì R íà [0, 1].
3. Ïðîèçâåäåíèå âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí
Â öåëßõ íåêîòîðîãî óïðîùåíèß áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå
âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû, ò.å. âåëè÷èíû X ∈ F(R) òàêèå, ÷òî µX(x) = 0 ∀x < 0.
Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí F(R+), à ìíîæå-
ñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR òèïà FNLR(R+).
Êàê óæå óïîìèíàëîñü âûøå, ëþáóþ áèíàðíóþ îïåðàöèþ ∗ : R × R → R ìîæ-
íî îáîáùèòü, èñïîëüçóþ ôóíêöèè íå÷åòêèõ âåëè÷èí, íà ñëó÷àé âîçìîæíîñòíûõ
âåëè÷èí ∗ : F(R)×F(R)→ F(R). Ðàññìîòðèì X,Y ∈ F(R), èìååì
µX∗Y (z) = sup
z=x∗y
T{µX(x), µY (y)}, (11)
ãäå T - ïðîèçâîëüíàß t-íîðìà (min â ñëó÷àå ìèíèñâßçàííûõ âåëè÷èí).
Ïðîèçâåäåíèå ìèíèñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR òèïà ðàññìîòðå-
íî, íàïðèìåð, â [10]. Ðàññìîòðèì äâå ïîëîæèòåëüíûå âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû
X = (a, α1, β1), Y = (b, α2, β2) ∈ FNLR(R+), èìåþùèå îäèíàêîâûå ôóíêöèè ïðåä-
ñòàâëåíèß ôîðìû. Â îòëè÷èå îò ñóììû X ⊕ Y , ïðîèçâåäåíèå X ¯ Y íå ßâëßåòñß
âîçìîæíîñòíîé âåëè÷èíîé LR òèïà ñ òåìè æå ôóíêöèßìè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû,
÷òî è ó X è Y . Äëß òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèß âåëè÷èíû
(X ¯ Y )(x), íå ïðèáåãàß ê àïïðîêñèìàöèè, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå âòîðîãî
ïîðßäêà îòíîñèòåëüíî z. Îäíàêî, åñëè êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè âåëè÷èí X è Y
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ èõ ìîäàëüíûìè çíà÷åíèßìè, ò.å. α1, β1 ¿ a è α2, β2 ¿ b, òî
âåëè÷èíàìè ïîðßäêà O(α1β1ab ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò íàñ ê ñëå-
äóþùåé àïïðîêñèìàöèè
(a, α1, β1)LR ¯ (b, α2, β2)LR ' (ab, aα2 + bα1, aβ2 + bβ1)LR, (12)
òî åñòü, â ñëó÷àå T = min, X¯Y ßâëßåòñß ïðèáëèçèòåëüíî âîçìîæíîñòíîé âåëè÷è-
íîé LR òèïà ñ ôóíêöèßìè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû L è R, àíàëîãè÷íûìè ôóíêöèßì
ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû èñõîäíûõ âåëè÷èí.
Åñëè â âûðàæåíèè (11) âìåñòî min èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíóþ t-íîðìó T , òî
ýòî îñëîæíèò ñèòóàöèþ äàæå äëß ñóììèðîâàíèß. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìíîãî
ðàáîò, ïîñâßùåííûõ ñóììèðîâàíèþ T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, íàïðè-
ìåð [7] (çäåñü æå ìîæíî ïîñìîòðåòü áèáëèîãðàôè÷åñêèé ñïèñîê îñòàëüíûõ ðàáîò,
îòíîñßùèõñß ê äàííîìó âîïðîñó), è òîëüêî íåñêîëüêî ðàáîò, ïîñâßùåííûõ ïðîèç-
âåäåíèþ T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí.
Ñðåäè èäåé, ïîëîæåííûõ â îñíîâó âû÷èñëåíèß ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß
âçàèìíî T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí, ïðèìå÷àòåëåí ïðèíöèï (g, p)-
ôàççèôèêàöèè Ì. Êîâà÷ [13, 14]. Ì. Êîâà÷ ðàññìàòðèâàåò ñóììèðîâàíèå âçàèìíî
T -ñâßçàííûõ íå÷åòêèõ ÷èñåë ñ ôóíêöèßìè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû L = R = g−1
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â ñëó÷àå, êîãäà t-íîðìà T = Tp èìååò àääèòèâíûé ãåíåðàòîð gp, p ≥ 1. Áû-
ëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà X,Y ∈ FN g−1g−1(R) è X = (a, α1, β1)g−1g−1 ,
Y = (a, α2, β2)g−1g−1 , ñóììà Z = X ⊕ Y , îïðåäåëåííàß ñîãëàñíî (11), ïðè T = Tp,
òàêæå ßâëßåòñß íå÷åòêèì ÷èñëîì ñ ôóíêöèåé ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû L = R = g−1,
ò.å. Z ∈ FN g−1g−1(R) è
(a, α1, β1)g−1g−1 ⊕ (b, α2, β2)g−1g−1 = (a+ b, γ1(p), γ2(p))g−1g−1 , (13)
ãäå 1p + 1q = 1,
γ1(p) = ‖(α1, α2)‖q = q
√
(α1)q + (α2)q, (14)
γ1(p) = ‖(β1, β2)‖q = q
√
(β1)q + (β2)q.
Äàëåå äëß êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü âìåñòî g−1g−1 ïðîñòî g â âûðàæåíèßõ âèäà
FN g(R) èëè X = (a, α1, β1)g.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëßåò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëß ïðî-
èçâåäåíèß T -ñâßçàííûõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR òèïà. Êàê è â ñëó÷àå ñ ìè-
íèñâßçàííûìè âåëè÷èíàìè [10] ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü íåêîòîðûìè êîìïîíåíòàìè
âòîðîãî ïîðßäêà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (12).
Òåîðåìà 4. Åñëè âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû X è Y ßâëßþòñß âçàèìíî T -
ñâßçàííûìè, t-íîðìà T = Tp èìååò àääèòèâíûé ãåíåðàòîð gp : [0, 1] → [0,∞),
p ≥ 1, òî îáîáùåííàß îïåðàöèß ïðîèçâåäåíèß äâóõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí
X = (a, α1, β1), Y = (b, α2, β2) ∈ FN g(R+), êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè êîòî-
ðûõ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå èõ ìîäàëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å. α1, β1 ¿ a è α2, β2 ¿ b,
ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:
(a, α1, β1)g ¯ (b, α2, β2)g ' (c, γ1(p), γ2(p))g, (15)
ãäå c = a · b, 1p + 1q = 1 è
γ1(p) = ‖(bα1, aα2)‖q = q
√
(bα1)q + (aα2)q, (16)
γ1(p) = ‖(bβ1, aβ2)‖q = q
√
(bβ1)q + (aβ2)q.
Òî åñòü âîçìîæíîñòíàß âåëè÷èíà Z = (c, γ1(p), γ2(p))g ' X ¯ Y îïèñûâàåòñß
òåìè æå ôóíêöèßìè ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû, ÷òî è âåëè÷èíû X è Y .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòà-
òîâ ðàáîòû [15] è òîãî ôàêòà, èñïîëüçóåìîãî â [14, 13], ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèì-
íî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íîðìèðîâàííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì Rn
è íîðìèðîâàííûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà Rn, ò.å.
Lin(Rn,R). Áîëåå òîãî, ýòà áèåêöèß ßâëßåòñß èçîìåòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, åñëè
íà Lin(Rn,R) çàäàíà íîðìà ‖ · ‖p, à íà R íîðìà ‖ · ‖q, òàêèå ÷òî 1p + 1q = 1.
Èç ýòîé òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñëåäóþùåå.
Ñëåäñòâèå 1. i. Åñëè X ∈ FN (R−), à Y ∈ FN (R+), òî (15) ïðèíèìàåò âèä
(a, α1, β1)g ¯ (b, α2, β2)g ' (a · b, ‖(bα1, aβ2)‖q, ‖(bβ1, aα2)‖q)g (17)
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ii. Åñëè X ∈ FN (R−), à Y ∈ FN (R−), òî (15) ïðèíèìàåò âèä
(a, α1, β1)g ¯ (b, α2, β2)g ' (a · b, ‖(bβ1, aβ2)‖q, ‖(bα1, aα2)‖q)g (18)
iii. Åñëè p = 1 è (q = ∞), òî Tp âûðîæäàåòñß â õîðîøî èçâåñòíóþ t-íîðìó
Ëóêàñåâè÷à. Â ýòîì ñëó÷àå (a, α1, β1)g ¯ (a, α2, β2)g èìååò íàèìåíüøèå êî-
ýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè
γ1(p) = ‖(bα1, aα2)‖∞ = max{bα1, aα2}, (19)
γ1(p) = ‖(bβ1, aβ2)‖∞ = max{bβ1, aβ2}.
iv. Î÷åâèäíî, ÷òî limp→∞ Tp(x, y) = min{x, y}. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, åñëè p = ∞
è (q = 1), ìû èìååì äåëî ñ ìèíèñâßçàíûìè âåëè÷èíàìè è (a, α1, β1)g ¯
(a, α2, β2)g èìååò íàèáîëüøèå êîýôôèöèåíòû íå÷åòêîñòè
γ1(p) = ‖(bα1, aα2)‖∞ = bα1 + aα2, (20)
γ1(p) = ‖(bβ1, aβ2)‖∞ = bβ1 + aβ2.
v. Â ñëó÷àå, êîãäà âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû ßâëßþòñß íå÷åòêèìè èíòåðâà-
ëàìè LR-òèïà, ò.å. X = (a1, a2, α1, β1)g, Y = (b1, b2, α2, β2)g ∈ FIg(R+),
âûðàæåíèå (15) ïðèìåò âèä
(a1, a2, α1, β1)g ¯ (b1, b2, α2, β2)g ' (a1b1, a2b2, ‖(b1α1, a1β2)‖q, ‖(b2β1, a2α2)‖q)g
(21)
vi. Çàïèøåì (15) â ñëåäóþùåé ôîðìå
(a, α1, β1)g ¯ (b, α2, β2)g ' (c, ‖(cα1
a
,
cα2
b
)‖q, ‖(cβ1
a
,
cβ2
b
)‖q)g, (22)
ãäå c = a · b. Äàííàß ôîðìà ïîçâîëßåò çàïèñàòü íàì âûðàæåíèå äëß
ïðîèçâåäåíèß áîëåå äâóõ âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR-òèïà. Åñëè Xi =
(ai, αi, βi)g ∈ FN g(R+) - ïîëîæèòåëüíûå âîçìîæíîñòíûå âåëè÷èíû LR-
òèïà, òî âûðàæåíèå (15) ïðèíèìàåò âèä
n⊙
i=1
(ai, αi, βi)g ' (c, γ1(p), γ2(p))g, (23)
ãäå
c = a1 · a2 · . . . · an,
γ1(p) = ‖(cα1
a1
,
cα2
a2
, . . . ,
cαn
an
)‖q,
γ2(p) = ‖(cβ1
a1
,
cβ2
a2
, . . . ,
cβn
an
)‖q.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå äîêàçàíî óòâåðæäåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ñþðú-
åêòèâíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß ñóììû íå÷åòêèõ âåëè÷èí ïðè èñïîëüçîâàíèè
â êà÷åñòâå ôóíêöèè àãðåãèðîâàíèß t-íîðìû T = min. Ðàññìîòðåíî ïðîèçâåäåíèå
âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí íà îñíîâå Àðõèìåäîâîé t-íîðìû Tp ñ àääèòèâíûì ãåíå-
ðàòîðîì gp : [0, 1] → [0,∞), p > 1, è äîêàçàíà òåîðåìà, ïîçâîëßþùàß ãîâîðèòü î
çàìêíóòîñòè ïðîèçâåäåíèß âîçìîæíîñòíûõ âåëè÷èí LR-òèïà îòíîñèòåëüíî ôóíê-
öèé ïðåäñòàâëåíèß ôîðìû.
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